
1

P(x, y, 0) .

(i) ,

(x, y) =\ (0, 0) · · · · · · 1©
. , 1© .

(ii) ,
−→
OA · −→OP

| −→OA || −→OP |
<
= cos

2

3
π · · · · · · 2©

,
−→
OA = (0,−1, 1),

−→
OP = (x, y, 0) , 2© ,

−y√
2 ·

√
x2 + y2

<
= − 1

2

⇐⇒ √
2y >

=
√
x2 + y2

⇐⇒ 2y2 >
= x2 + y2 y >

= 0

⇐⇒ y2 >
= x2 y >

= 0

⇐⇒ y >
= x y >

= −x · · · · · · 3©
(iii) ,

−→
AO · −→AP

| −→AO || −→AP |
>
= cos

π

6
· · · · · · 4©

.
−→
AO = (0, 1,−1),

−→
AP = (x, y + 1,−1) , 4© ,

y + 2√
2 ·√x2 + (y + 1)2 + (−1)2

>
=

√
3

2

⇐⇒ √
2(y + 2) >=

√
3
√
x2 + (y + 1)2 + 1

⇐⇒ 2(y + 2)2 >
= 3(x2 + y2 + 2y + 2) · · · 5© y + 2 >

= 0 · · · 6©
, 5© ,

3x2 + y2 − 2y <
= 2

3x2 + (y − 1)2 <
= 3

x2 +
(y − 1)2

3
<
= 1 · · · · · · 5©′

, 5©′ 6© .

, (i), (ii), (iii) x, y ,

1© 3© 5©′

, . , O .

1/12 © 駿台予備学校

2024年度 東京大学 前期 数学 理系



x

y

2/12 © 駿台予備学校

2024年度 東京大学 前期 数学 理系



3/12 © 駿台予備学校

2024年度 東京大学 前期 数学 理系



4/12 © 駿台予備学校

2024年度 東京大学 前期 数学 理系



P′

Q

R

S X

Y

Z

W

1 2−1−2

1

2

−1

−2

y = x

y = −x

O

x

y

(1) P (2, 1) 1

(2, −1), (−2, 1), (1, 2), (−1, −2) · · · �1

4 X, Y, Z, W 1

(2, 1), (1, −2), (−1, 2), (−2, −1) · · · �2

4 P′, Q, R, S 1 �1 4
�1 4 �2 4 P

(2, −1), (−2, 1), (1, 2), (−1, −2), (2, 1), (1, −2), (−1, 2), (−2, −1). · · · ( )

(2) n P X(2, −1), Y(−2, 1), Z(1, 2), W(−1, −2) xn, yn, zn, wn n

P P′(2, 1), Q(1, −2), R(−1, 2), S(−2, −1) pn, qn, rn, sn 1

P′(2, 1) =⇒ X(2, −1), P′(2, 1) =⇒ Y(−2, 1), P′(2, 1) −→ Z(1, 2), P′(2, 1) −→ W(−1, −2)

Q(1, −2) =⇒ Z(1, 2), Q(1, −2) =⇒ W(−1, −2), Q(1, −2) −→ Y(−2, 1), Q(1, −2) −→ X(2, −1)

R(−1, 2) =⇒ W(−1, −2), R(−1, 2) =⇒ Z(1, 2), R(−1, 2) −→ X(2, −1), R(−1, 2) −→ Y(−2, 1)

S(−2, −1) =⇒ Y(−2, 1), S(−2, −1) =⇒ X(2, −1), S(−2, −1) −→ W(−1, −2), S(−2, −1) −→ Z(1, 2)

X(2, −1) =⇒ P′(2, 1), X(2, −1) =⇒ S(−2, −1), X(2, −1) −→ R(−1, 2), X(2, −1) −→ Q(1, −2)

Y(−2, 1) =⇒ S(−2, −1), Y(−2, 1) =⇒ P′(2, 1), Y(−2, 1) −→ Q(1, −2), Y(−2, 1) −→ R(−1, 2)

Z(1, 2) =⇒ Q(1, −2), Z(1, 2) =⇒ R(−1, 2), Z(1, 2) −→ P′(2, 1), Z(1, 2) −→ S(−2, −1)

W(−1, −2) =⇒ R(−1, 2), W(−1, −2) =⇒ Q(1, −2), W(−1, −2) −→ S(−2, −1), W(−1, −2) −→ P′(2, 1)

=⇒ 1

3
−→ 1

6
n = 1, 2, · · · n (n+ 1)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xn+1 =
1

3
pn +

1

6
qn +

1

6
rn +

1

3
sn

yn+1 =
1

3
pn +

1

6
qn +

1

6
rn +

1

3
sn

zn+1 =
1

6
pn +

1

3
qn +

1

3
rn +

1

6
sn

wn+1 =
1

6
pn +

1

3
qn +

1

3
rn +

1

6
sn

,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pn+1 =
1

3
xn +

1

3
yn +

1

6
zn +

1

6
wn

qn+1 =
1

6
xn +

1

6
yn +

1

3
zn +

1

3
wn

rn+1 =
1

6
xn +

1

6
yn +

1

3
zn +

1

3
wn

sn+1 =
1

3
xn +

1

3
yn +

1

6
zn +

1

6
wn

x1 =
1

3
, y1 =

1

3
, z1 =

1

6
, w1 =

1

6
, p1 = 0, q1 = 0, r1 = 0, s1 = 0

n
xn = yn, zn = wn pn = sn, qn = rn · · · (∗)

(I) n = 1 (∗)
(II) n = k k (∗) (∗) n = k + 1

(∗) pn = sn

(3) (∗) (2) n = 1, 2, · · ·⎧⎪⎨
⎪⎩
xn+1 =

2

3
pn +

1

3
qn

zn+1 =
1

3
pn +

2

3
qn

,

⎧⎪⎨
⎪⎩
pn+1 =

2

3
xn +

1

3
zn

qn+1 =
1

3
xn +

2

3
zn

pn+2 =
2

3
xn+1 +

1

3
zn+1

=
2

3

(
2

3
pn +

1

3
qn

)
+

1

3

(
1

3
pn +

2

3
qn

)

pn+2 =
5

9
pn +

4

9
qn. · · · �3

qn+2 =
4

9
pn +

5

9
qn. · · · �4

(1) n pn = 0

n �3 − �4

pn+2 − qn+2 =
1

9
(pn − qn) · · · �5

p2 =
2

3
x1 +

1

3
z1 =

5

18
, q2 =

1

3
x1 +

2

3
z1 =

2

9
�5

pn − qn = (p2 − q2)

(
1

9

)n
2 −1

=
1

2

(
1

9

)n
2

=
1

2

{(
1

3

)2
}n

2

=
1

2

(
1

3

)n

. · · · �6

(1) pn + qn + rn + sn = 1 (∗)

pn + qn =
1

2
. · · · �7

( �6 + �7 ) 2 pn =
1

4
+

1

4

(
1

3

)n

pn =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 (n )

1

4

{
1 +

(
1

3

)n}
(n )

· · · ( )
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理 科 第 4 問

(1) f(x) = −
√
2

4
x2 + 4

√
2より，f ′(x) = −

√
2

2
xである．よって，放物線 y = f(x) の (t，f(t))における法線の方程

式は，

y =

√
2

t
(x− t)−

√
2

4
t2 + 4

√
2　すなわち　 y =

√
2

t
x−

√
2

4
t2 + 3

√
2

である．円 Ct の中心はこの法線と x軸との交点であるから，Ct の中心の x座標 c(t)は，

c(t) =
1

4
t3 − 3t · · · · · · (答)

である．半径 r(t)の 2乗は，2点 (t，f(t))，(c(t)，0)の距離の 2乗に等しいので，

{r(t)}2 = {t− c(t)}2 +
(
−
√
2

4
t2 + 4

√
2

)2

= t2
(
−1

4
t2 + 4

)2

+ 2

(
−1

4
t2 + 4

)2

= (t2 + 2)

(
1

16
t4 − 2t2 + 16

)

=
1

16
t6 − 15

8
t4 + 12t2 + 32 · · · · · · (答)

である．

(2) 円 Ct の方程式は，
{x− c(t)}2 + y2 = {r(t)}2

である．(3，a)がこの円周上の点であるような tの個数は，

{3− c(t)}2 + a2 = {r(t)}2　すなわち　 {r(t)}2 − {3− c(t)}2 = a2 · · · · · · 1©

を満たす tの個数に等しい．ここで，(1)より，

{r(t)}2 − {3− c(t)}2 =
1

16
t6 − 15

8
t4 + 12t2 + 32−

(
−1

4
t3 + 3t+ 3

)2

= −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23

であるから，g(t) = −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23とおくと， 1©の解の個数は，g(t) = a2の解の個数に等しく，これ

は y = g(t)のグラフと直線 y = a2 の共有点の個数に等しい．

　以下，y = g(t)のグラフを考える．

g′(t) = −3

2
t3 +

9

2
t2 + 6t− 18 = −3

2
(t3 − 3t2 − 4t+ 12) = −3

2
(t+ 2)(t− 2)(t− 3)

より，tの増加に伴う g(t)の増減は次のようになる．

t (0) · · · 2 · · · 3 · · · (4)
g′(t) − 0 + 0 −
g(t) (23) ↘ g(2) ↗ g(3) ↘ g(4)

ここで，

g(2) = −6 + 12 + 12− 36 + 23 = 5

g(3) = −243

8
+

81

2
+ 27− 54 + 23 =

81

8
− 4 =

49

8
g(4) = −96 + 96 + 48− 72 + 23 = −1

である．よって，y = g(t)のグラフは次のようになる．
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t

y

4

−1 3

49

8

2

5

23

y = g(t)

O

f(3) =
7

4

√
2より，0 < a2 <

49

8
であるから，求める解の個数は，

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 < a2 < 5 のとき 1個

a2 = 5 のとき 2個

5 < a2 <
49

8
のとき 3個

すなわち， ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 < a <
√
5 のとき 1個

a =
√
5 のとき 2個

√
5 < a <

7

4

√
2 のとき 3個

· · · · · · (答)

である．
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5 (13:30)

A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1), D

(
1

2
, 0,

1

2

)
. 
ABD x

1 K .

x

y

z

x = t (0 <
= t <= 1) AB, AC P, Q , I(t, 0, 0) PQ

H . ,

P(t, 1− t, 0), Q(t, 0, 1− t)

, PI = QI H PQ ,

H

(
t,

1− t

2
,
1− t

2

)

. , 0 <
= t <=

1

2
, PQ BD R . ,

−→
OR =

−→
OB+

t
1

2

−→
BD

=

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠+ 2t

⎛
⎜⎜⎜⎝

1

2
−1
1

2

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

t

1− 2t

t

⎞
⎟⎠

, 0 <
= t <=

1

2
H PR ,

1− 2t >
1− t

2

(0 <
=) t <

1

3
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, .

x

y

z

x

y

z

x

y

z

t t t

, K x = t (0 <
= t <= 1) S(t) .

(i) 0 <
= t <=

1

3
H PR x = t .

y

z

,

S(t) = πPI2 − πRI2

= π
{
(1− t)2 − (

(1− 2t)2 + t2
)}

= π(2t− 4t2)

.

(ii)
1

3
<
= t <= 1
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1

3
<
= t <=

1

2
, H PR ,

1

2
<
= t <= 1 , H PQ

, K x = t .

z

y

z

y

t t

PI = 1− t, HI =
PI√
2

=
1− t√

2
,

S(t) = πPI2 − πHI2

=
π

2
(1− t)2

.

, ,∫ 1
3

0

π(2t− 4t2) dt+

∫ 1

1
3

π

2
(1− t)2 dt = π

[
t2 − 4

3
t3
] 1

3

0
+

π

2

[
− 1

3
(1− t)3

]1
1
3

= π

(
1

9
− 4

81

)
+

π

2
· 1

3

(
2

3

)3

=

(
1

9
− 4

81
+

4

81

)
π

=
π

9
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理　科　第　6　問 .

.

(1) f(n) = n(n2 + 10n+ 20)で, これが素数となるならば次のいずれかが成立する．
n = 1 ...... ○1
n = −1 ...... ○2
n2 + 10n+ 20 = 1 ...... ○3
n2 + 10n+ 20 = −1 ...... ○4

○1 のとき, f(n) = f(1) = 31で, これは素数である．

○2 のとき, f(n) = f(−1) = −11で, これは素数ではない．

○3 を満たす整数 nは存在しない．

○4 のとき n = −7, −3で, このとき f(n)はそれぞれ 7, 3となり素数である．
　　よって, f(n)が素数となるような整数 nは

n = −7, −3, 1

　である．
(2) h(x) = x2 + ax+ bとおくと g(n) = nh(n)である．

g(n)が素数となるのは, 次の (I)–(IV)のいずれかの場合である．
(I) n = (素数)かつ h(n) = 1

(II) n = (−1)× (素数)かつ h(n) = −1

(III) n = 1かつ h(1)は素数
(IV) n = −1かつ−h(−1)は素数
今, (I)を満たす nが存在し, かつ (II)を満たす nが存在したと仮定してみよう．
素数 pを用いて, (I)を満たす n (の 1つ)を n = pと表す．
素数 qを用いて, (II)を満たす n (の 1つ)を n = −qと表す．
このとき,

1 = h(p) = p2 + ap+ b , −1 = h(−q) = q2 − aq + b

　で, 2式の差をとって
2 = (p2 + ap+ b)− (q2 − aq + b) = (p+ q)(p− q + a)

　となるが, p, qが素数であることより p+ q � 2 + 2 = 4だから矛盾である．
　　よって,「(I)を満たす nが存在し, かつ (II)を満たす nが存在する」ということは起こらない．

(I)を満たす nが 2つ存在するか, または (II)を満たす nが 2つ存在する場合は, h(x) = 1が異なる
　 2つの正の整数を解にもつか, または h(x) = −1が異なる 2つの負の整数を解にもつ．このとき, いず
　れの場合も h(−1) � −1 , すなわち−h(−1) � 1となり, (IV)は起こらない．
.

y = h(x)

y = 1

x = −1

y y

y = −1

y = h(x)

x = −1

.

　　以上より, g(n)が素数となる整数 nの個数は 3以下である．
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