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(1) 数列 {an} の一般項は,

an = αrn−1

である. bn の底を α に変換すると,

bn =
logα an+1

logα an

=
logα αrn

logα αrn−1

=
logα α+ logα rn

logα α+ logα rn−1

=
1 + n logα r

1 + (n− 1) logα r
……（答）

である.

(2) 等式

bn = n+ 2
n+ 1

がすべての自然数 n について成り立つために，b1 = 3
2
が必要であるから. (1) の結果を用いると,

3
2

= 1 + logα r ∴ logα r = 1
2

∴ r =
√
α

が必要である. 逆に，このとき確かに,

bn =
1 + n · 1

2

1 + (n− 1) · 1
2

= n+ 2
n+ 1

となり十分である.

よって, すべての自然数 n について成り立つための r と α の必要十分条件は,

r =
√
α ……（答）

である．

(3) (2) の条件が成り立つとき,

an = α · (√α)n−1 = α
n+1
2

である. これより,

a1a2 = α1 · α 3
2 = α

5
2 , a1a2a3 = a1a2α

2 = α
9
2 , a1a2a3a4 = a1a2a3α

5
2 = α7

となる．これらの整数部分がそれぞれ 2 桁， 3 桁， 4 桁であるから，求める α の範囲は,⎧⎨
⎩

10 � α
5
2 < 100

100 � α
9
2 < 1000

1000 � α7 < 10000

∴

⎧⎨
⎩

10
2
5 � α < 10

4
5

10
4
9 � α < 10

2
3

10
3
7 � α < 10

4
7

∴ 10
4
9 � α < 10

4
7 ……（答）

である．
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2

(1) �OPQ1 は ∠OQ1P= 90◦ の直角三角形であり，

P

O

Q1

Q2

x

y

O

OP =
√
p2 + q2, OQ1 = 1

であるから，三平方の定理より

PQ1 =

√
OP2 −OQ2

1 =
√

p2 + q2 − 1

である．したがって，

�OPQ1 = 1
2

· 1 ·
√
p2 + q2 + 1 = 1

2

√
p2 + q2 − 1

であり，�OPQ1 ≡�OPQ2 であるから，

S = �OPQ1 +�OPQ2 =
√
p2 + q2 − 1 · · · · · · (答)

である．
(2) 点 Pが C2 上を動くとき，

p2

2
+

q2

3
= 1　すなわち　 q2 = 3− 3p2

2
· · · · · · 1○

であるから，

p2 + q2 − 1 = p2 + 3− 3p2

2
− 1 = 2− p2

2
· · · · · · 2○

となる．p2 � 0, q2 � 0, 1○より，

p2 � 0, 3− 3p2

2
� 0 ∴ 0 � p2 � 2

であるから， 2○のとりうる値の範囲は，

2− 2
2

� p2 + q2 − 1 � 2− 0
2
すなわち　 1 � p2 + q2 − 1 � 2

となる．したがって，S の

最大値
√
2, 最小値 1 · · · · · · (答)

である．
(別解) 　点 Pが C2 上を動くとき，実数 θ を用いて{

p =
√
2 cos θ

q =
√
3 sin θ

とおける．これより，

p2 + q2 − 1 = 2 cos2 θ + 3 sin2 θ − 1 = 1 + sin2 θ

である．θ は全ての実数をとりうるので，S は，{
sin2 θ = 1のとき　最大値

√
1 + 1 =

√
2

sin2 θ = 0のとき　最小値
√
1 + 0 = 1

· · · · · · (答)

をとる．
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(注) (1)の結果から，S の値は OP2 − 1の値により決まるとわかる．した

√
2−√

2

√
3

−√
3

x

y

O

がって，(2)では，
• 点 Pが楕円 C2 の長軸の端点にあるとき S が最大
• 点 Pが楕円 C2 の短軸の端点にあるとき S が最小
として解くこともできる．

3/8 © 駿台予備学校



3

(1)
I(a, n) =

∫ 2π

0

(
1
a
eax

)′
sin(nx)dx

=
[
1
a
eax sin(nx)

]2π
0

−
∫ 2π

0

1
a
eax · n cos(nx)dx

= − n
a

∫ 2π

0

(
1
a
eax

)′
cos(nx)dx

= − n
a

[
1
a
eax cos(nx)

]2π
0

+ n
a2

∫ 2π

0

eax(−n) sin(nx)dx

= − n
a2

(e2aπ − 1)− n2

a2
I(a, n)

であるから,

(a2 + n2)I(a, n) = n(1− e2aπ)

すなわち,

I(a, n) =
n
(
1− e2aπ

)
a2 + n2 ……（答）

である．
(別解)

{eax sin(nx)}′ = aeax sin(nx) + eax · n cos(nx) · · · · · · 1©
{eax cos(nx)}′ = aeax cos(nx) + eax · (−n) sin(nx) · · · · · · 2©

であり， 1©×a− 2©× n を計算すると,

(eax{a sin(nx)− n cos(nx)})′ = (
a2 + n2

)
eax sin(nx)

∴
(

1
a2 + n2 eax{a sin(nx)− n cos(nx)}

)′
= eax sin(nx)

である．よって，

I(a, n) =

[
1

a2 + n2 eax{a sin(nx)− n cos(nx)}
]2π
0

=
n
(
1− e2aπ

)
a2 + n2 ……（答）

である．

(2)
I (an, n) =

n
(
1− elog n

)
(

log n
2π

)2

+ n2

=
n (1− n)(
log n
2π

)2

+ n2

である. 分母分子を n2 で割ると,

I (an, n) =
1 ·

(
1
n

− 1
)

1
4π2

(
log n
n

)2

+ 1
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となる. lim
n→∞

log n
n

= 0 に注意して,

lim
n→∞ I (an, n) =

1 · (0− 1)
1

4π2 · 02 + 1
= −1 ……（答）

である．
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4

(1) 与式の両辺は 0以上であるから，与式の両辺を 2乗した

a2 |z − 1|2 = |(a− 2)z + a|2

と同値である．これを変形すると，

a2(z − 1)(z̄ − 1) = {(a− 2)z + a}{(a− 2)z̄ + a}
∴ a2(zz̄ − z − z̄ + 1) = (a− 2)2zz̄ + a(a− 2)z + a(a− 2)z̄ + a2

∴ 4(a− 1)zz̄ − 2a(a− 1)z − 2a(a− 1)z̄ = 0

となる．a �= 1なので，両辺を 4(a− 1)で割ると，

zz̄ − a

2
z − a

2
z̄ = 0

∴
(
z − a

2

)(
z̄ − a

2

)
− a2

4
= 0

∴
∣∣∣z − a

2

∣∣∣2 =
a2

4

となり，
∣∣∣z − a

2

∣∣∣ � 0 かつ a

2
� 0であるから，

∣∣∣z − a

2

∣∣∣ = a

2

となる．よって，与式を表す図形は中心 a

2
，半径 a

2
の円であり，以下の図のようになる．

O

y

xa

2

a

(2)

|z|2 = 6− a · · · · · · 1©
a |z − 1| = |(a− 2)z + a| · · · · · · 2©

とし，

1©かつ 2©となる複素数 z が存在する · · · · · · (∗)

ような aの範囲を求める．

6/8 © 駿台予備学校



(i) 6− a < 0, すなわち, a > 6のとき， 2©を満たす複素数 z が存在しないので，(∗)が成り
立つようなことはない．

(ii) 6− a = 0, すなわち, a = 6のとき， 1©は z = 0であり， 2©は (1)より，中心 3，半径 3

の円なので z = 0を含む．したがって，a = 6のとき成り立つ．
(iii) 6 − a > 0 かつ a �= 1, すなわち, 0 < a < 6 かつ a �= 1 のとき， 1©は中心 0，半径√

6− aの円を表し， 2©は (1)より，中心 a

2
，半径 a

2
の円を表す．(∗)が成り立つ条件は

この 2円が共有点をもつこと，つまり，0 < a < 6かつ a �= 1のもとで
√
6− a � a

と同値であり，この条件は両辺は 0以上なので 2乗した

6− a � a2

と同値である．これを解くと，

a � −3 または 2 � a

となる．0 < a < 6かつ a �= 1と共通部分をとり，

2 � a < 6

である．
(iv) a = 1のとき， 1©は中心 0，半径

√
5の円を表し， 2©は |z − 1| = |z − 1|となるから，複

素数平面全体を表す．したがって 1©かつ 2©となる z が存在するので，(∗)は a = 1のと
き成り立つ．

(i)から (iv)より，求める aの範囲は，

a = 1 または 2 � a � 6 · · · · · · (答)

である．
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5

(1) k < a < b < c � k + n ⇔ k + 1 � a < b < c � k + n

であるから，求める選び方の総数は，n個の整数 k + 1, k + 2, k + 3, · · · , k + nから異なる 3個を取る組み合わせ
の総数と等しく，

nC3 = 1
6
n(n− 1)(n− 2) · · · · · · (答)

である．
(2) (1)で k = nとすれば，n+ 1 � a < b < c � 2nを満たす a, b, cの組 · · · 1○は nC3 通りであり，この a, b, cの
組はすべて

a+ b � (n+ 1) + (n+ 2) = 2n+ 3 > 2n � c

より，a+ b > cを満たす．
　また，(a, b, c) = (n, n+ 2, 2n)は 1○以外の a+ b > cを満たす a, b, cの組である．
　以上より，L > nC3 が成り立つ． (証明終わり)

(注) 　 1○以外の a+ b > cを満たす a, b, cの組は，(a, b, c) = (n, n+ 2, 2n)の他にもいろいろある．
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