
1
⑴ xy平面と平行である Iの 1つの面を

  
E0とする．

このとき，
  
E0と辺を共有する Iの面を  E1とすると  E1は 3面あ

り，
  
E0と頂点のみを共有する Iの面を  E2とすると，正二十面体

が各頂点に 5つの面が集まるへこみのない多面体であることより，
E2は  (5 - 3) ¥ 3 = 6面ある．
 よって，Iがその中心 Tに関して対称であることより，Iの 20

面は，
  
E0，  E1，  E2の 10面，および，これらを Tに関して対称

移動した 10面を合わせたものであるから，I'は右図の実線の線分
と破線の線分を合わせた図形である．
⑵ F1 = E0として一般性を失わないから，以下では，このもとで考える．

E0，  E1，  E2を Tに関して対称移動した Iの面をそれぞれ
  
E5，  E4，  

E3とすると，  
E5，

E4，  
E3はそれぞれ 1面，3面，6面あり，⑴において，Iの各面の xy平面への正射影は図

に実線および破線で示したようになるから，

 d( E0 , Ek ) = k（   k = 0，1，2，3，4，5）

である．

よって，
   Pk > 0となる kの取り得る値は   k = 0，1，2，3，4，5であり，

P0 = 1
20
， P1 = 3

20
， P2 = 6

20
= 3

10
， P3 = 6

20
= 3

10
， P4 = 3

20
， P5 = 1

20
……(答)

である．
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⑶    n = 3のとき，   M ≥ 3となる事象の余事象は，   M £ 2となる事象，すなわち， 

    d( F1 , F2 ) £ 2かつ
   d( F1 , F3 ) £ 2かつ

   d( F2 , F3 ) £ 2  

となる事象である． 

 ここで， 

 ⒜    d( F1 , F2 ) = 0のとき（  F2が  
E0であるとき） 

    F2 = F1であるから，   d( F1 , F3 ) £ 2が成り立つならば，
   d( F2 , F3 ) £ 2も成り立ち，

   d( F1 , F3 ) £ 2が成り立つような
  
F3は 10面ある． 

 ⒝    d( F1 , F2 ) = 1のとき（  F2が  E1であるとき） 

   F2を定めると，   d( F1 , F3 ) £ 2かつ
   d( F2 , F3 ) £ 2が成り立つような

  
F3は 8面ある

（下図において網掛けされた面である）． 

 ⒞    d( F1 , F2 ) = 2のとき（  F2が  E2であるとき） 

   F2を定めると，   d( F1 , F3 ) £ 2かつ
   d( F2 , F3 ) £ 2が成り立つような

  
F3は 6面ある

（下図において網掛けされた面である）． 
 

  

      
    ⒝     ⒞ 

 よって，求める確率は， 

 
    1 - fP0 ◊ 10

20
+ P1 ◊ 8

20
+ P2 ◊ 6

20
F

   = 1 - f 1
20

◊ 10
20

+ 3
20

◊ 8
20

+ 6
20

◊ 6
20

F  

       
  
= 33

40
    ……(答) 

である． 

⑷    n ≥ 3のとき，   m ≥ 3となるためには， 

    d( F1 , F2 ) ≥ 3かつ
   d( F1 , F3 ) ≥ 3かつ

   d( F2 , F3 ) ≥ 3  

が必要である． 
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 ここで，
   d( F1 , Fk ) ≥ 3となる条件は，

 
Fkが  

E3，  E4，  
E5のいずれかであることである． 

 ⁄ d( F1 , F2 ) = 3のとき（  F2が  
E3であるとき） 

   F2を定めると，  
E3，  E4，  

E5のいずれかでありかつ   d( F2 , F3 ) ≥ 3が成り立つよう
な

  
F3は 4面ある（下図において網掛けされた面である）． 

 ¤ d( F1 , F2 ) = 4のとき（  F2が  E4であるとき） 

   F2を定めると，  
E3，  E4，  

E5のいずれかでありかつ   d( F2 , F3 ) ≥ 3が成り立つよう
な

  
F3は 2面ある（下図において網掛けされた面である）． 

 ‹ d( F1 , F2 ) = 5のとき（  F2が  
E5であるとき） 

 
  
E3，  E4，  

E5のいずれかでありかつ   d( F2 , F3 ) ≥ 3が成り立つような
  
F3は存在しな

い． 
 

         

    ⁄       ¤     ‹ 

 ⁄，¤，‹において，
  
F3を定めたとき，   d( F1 , F4 ) ≥ 3かつ   d( F2 , F4 ) ≥ 3かつ

d( F3 , F4 ) ≥ 3が成り立つような  F4が存在するのは，⁄の 4面のうちの 2面（上図におい
て網掛けのうすい面）であり，このとき，  F4は 1面のみ存在する．また，このとき，
d( F1 , F5 ) ≥ 3かつ

   d( F2 , F5 ) ≥ 3かつ
   d( F3 , F5 ) ≥ 3かつ

   d( F4 , F5 ) ≥ 3が成り立つような
F5は存在しない． 

 よって，求める確率は， 

    n = 3のとき，
   
P3 ◊ 4

20
+ P4 ◊ 2

20
= 6

20
◊ 4

20
+ 3

20
◊ 2

20
= 3

40
 

    n = 4のとき，
   
P3 ◊ 2

20
◊ 1

20
= 6

20
◊ 2

20
◊ 1

20
= 3

2000
 

    n ≥ 5のとき，0 

である． 

⑸    m ≥ 1となる条件は，   1 £ i < j £ nを満たすすべての i，jに対して
   d( Fi , Fj ) „ 0と

なること，すなわち，  F1，  F2，…， 
Fnがすべて異なることである． 

    M £ 4となる条件は，   1 £ i < j £ nを満たすすべての i，jに対して
   d( Fi , Fj ) „ 5とな

ること，すなわち，  F1，  F2，…， 
Fnのなかに Tに関して対称な 2面が含まれないことで

ある． 

 よって，求める確率は， 

    n = 10のとき，
  
10!◊210

2010 = 10!

1010 = 567
1562500

 

    n ≥ 11のとき，0 

である． 

    O……(答 )  

    L……(答 )  
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2

(1) 　 Pの座標を 2整数m，nで表すと，
−→
OP = m(2，4) + n(3，7)

より，P(2m+ 3n，4m+ 7n)となる．m，nが整数のとき，Pの x，y座標はともに整数であるから，2整数 x，yを
用いて P(x，y)とすると， {

2m+ 3n = x

4m+ 7n = y

が成り立つ．これをm，nについて解くと，⎧⎪⎨
⎪⎩

m =
7x− 3y

2
= 3x− y +

x− y

2

n = y − 2x

となるから，x，yを整数として

P(x，y)が Lに属する ⇐⇒ x− yが 2で割り切れる ⇐⇒ xと yの偶奇が一致する · · · · · · 1©

となる．よって，
P1(1，1)，P3(3，1)は Lに属し，P2(2，1)は Lに属さない． · · · · · · (答)

(2) 　 x軸上の点で Lに属する Pの条件は， 1©より Pの x座標が偶数であることである．よって，Lに属する点のうち，
x軸上にあるものは，

(2k，0)　 (kは任意の整数) · · · · · · (答)

である．

(3) 　 1©より，Lの要素は，整数 i，j，k，lを用いて (2i，2j)，または (2k + 1，2l + 1)の形で表せる．

　 A′，B′ の x，y座標がともに偶数のとき，(2k + 1，2l + 1)の形で表される Lの要素 Pに対して，
−→
OP = m′−−→OA′ + n′−−→OB′

となる整数m′，n′ は存在しないため，条件を満たさず不適である．また，A′，B′ の少なくとも一方が Oに一致す
るときも，条件を満たさず不適である．

　 Oと異なる Lの要素 Rに対して |−→OR|の値は，
R(2i，2j)と表せるとき　|−→OR| = 2

√
i2 + j2 � 2

R(2k + 1，2l + 1)と表せるとき　|−→OR| =
√
2(2k2 + 2k + 2l2 + 2l + 1) �

√
2

となる．よって，
|−−→OA′|+ |−−→OB′| � 2

√
2

となる．

　ここで，|−−→OA′|+ |−−→OB′| = 2
√
2を満たす点 A′，B′ として，A′(1，1)，B′(1，− 1)を考える．このとき，
−→
OP = m′(1，1) + n′(1，− 1) = (m′ + n′，m′ − n′)

であり，

P(2i，2j)と表せるとき　
{

m′ + n′ = 2i

m′ − n′ = 2j
⇐⇒ 　

{
m′ = i+ j

n′ = i− j

P(2k + 1，2l + 1)と表せるとき　
{

m′ + n′ = 2k + 1

m′ − n′ = 2l + 1
⇐⇒ 　

{
m′ = k + l + 1

n′ = k − l

より，任意の Lの要素 Pに対して −→
OP = m′−−→OA′ + n′−−→OB′ を満たす整数m′，n′ が存在する．

　よって，|−−→OA′|+ |−−→OB′|の最小値は，
2
√
2 · · · · · · (答)

である．
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(4) 　 P(2i，2j)，Q(x，y)とすると，
−→
OP · −→OQ = 2ix+ 2jy = 2x · i+ 2y · j · · · · · · 2©

である．この値が任意の整数 i，j で整数となるためには，(i，j) = (1，0)，(0，1)を考えることにより，2x，2yが整
数であることが必要である．逆に，2x，2yが整数であれば， 2©は確かに整数となる．以下，2x，2yが整数であると
いう条件のもとで考える．

　 P(2k + 1，2l + 1)，Q(x，y)とすると
−→
OP · −→OQ = (2k + 1)x+ (2l + 1)y = 2x · k + 2y · l + (x+ y)

である．この値が任意の整数 k，lで整数となるためには，x+ yが整数であることが必要かつ十分である．

　以上より，Q(x，y)がM に属する条件は，

2x，2y，x+ yがすべて整数であること

すなわち，x′，y′ を整数として，

x =
x′

2
，y =

y′

2
と表すことができ，かつ，x′と y′の偶奇が一致すること

である．

　よって，Mの要素のうち，x座標，y座標の絶対値がともに 1以下であるものは，

(0，0)，(±1，± 1)，(±1，0)，(0，± 1)，
(
±1

2
，± 1

2

)
　 (複号任意) · · · · · · (答)

である．
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