
1

(1) s = 1 + x∫
x log(1 + x)dx =

∫
(s− 1) log s ds

=

(
s2

2
− s

)
log s−

∫ (
s2

2
− s

)
· 1
s
ds

= s2 − 2s
2

log s−
∫ (

s
2

− 1
)
ds

= s2 − 2s
2

log s−
(

s2

4
− s

)
+ C

=
(1 + x)2 − 2(1 + x)

2
log(1 + x)−

{
(1 + x)2

4
− (1 + x) + C

= x2 − 1
2

log(1 + x)− x2

4
+ x

2
+ 3

4
+ C

. , C . C ′ = C + 3
4∫

x log(1 + x)dx = x2 − 1
2

log(1 + x)− x2 − 2x
4

+ C ′

.

(2) t = g(x) . , x = f(t)

x a → b
t 1 → 2

dx = dx
dt

dt = f ′(t)dt

.

I =

∫ 2

1

tf ′(t)dt

= tf(t)
2

1
−

∫ 2

1

1 · f(t)dt

= 2f(2)− f(1)− t2 − 1
2

log(1 + t)− t2 − 2t
4

2

1

= 2 · 2 log 3− log 2−
{(

3
2
log 3− 0

)
−

(
0 + 1

4

)}

= 5
2
log 3− log 2 + 1

4

.

(3) P (0) = 0

R(x) =

∫ P (x)

P (0)

1
Q′(v)

dv

. , v = P (u) .

v P (0) → P (x)
u 0 → x

dv = dv
du

du = P ′(u)du = 1 + f(u)du
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, u = Q(v)

Q′(v) = du
dv

= 1
dv
du

= 1
P ′(u)

= 1

1 + f(u)

R(x) =

∫ x

0

1 + f(u) · 1 + f(u)du

=

∫ x

0

{1 + f(u)} du

= u+ u2 − 1
2

log(1 + u)− u2 − 2u
4

x

0

= u2 − 1
2

log(1 + u)− u2 − 6u
4

x

0

= x2 − 1
2

log(1 + x)− x2 − 6x
4

.

2/12 © 駿台予備学校



2

(1) l, mの方向ベクトルをそれぞれ−→
u = (1, −1, 0),

−→
v = (0, 1, −2)とおくと,

−−→
OP = (0, 0, 1) + p

−→
u ,

−−→
OQ = (1, 0, 3) + q

−→
v

　となる実数 p, qが存在する．このとき
−−→
PQ =

−−→
OQ − −−→

OP = (1, 0, 2)− p
−→
u + q

−→
v

となる．−→
u · −−→PQ = 0,

−→
v · −−→PQ = 0であり,

−→
u · −−→PQ =

−→
u · ((1, 0, 2)− p

−→
u + q

−→
v ) = 1− 2p− q

−→
v · −−→PQ =

−→
v · ((1, 0, 2)− p

−→
u + q

−→
v ) = −4 + p+ 5q

であるから, 1− 2p− q = 0, −4 + p+ 5q = 0である．これを解くと p =
1

9
, q =

7

9
となるから

−−→
OP = (0, 0, 1) +

1

9

−→
u ...... ○1

−−→
OQ = (1, 0, 3) +

7

9

−→
v

　である．これよりPとQの座標を求めると

P =

(
1

9
, − 1

9
, 1

)
, Q =

(
1,

7

9
,
13

9

)
...... (答)

　となる．これにより
−−→
PQ =

(
8

9
,
8

9
,
4

9

)
=

4

9
(2, 2, 1)となるから

PQ =
4

9

√
4 + 4 + 1 =

4

3
...... (答)

　である．
(2)

Q C D

−→
v

−→
u

P

n
l

B

A
m

A′

B′

−→
v

Pを通りmに平行な直線
θ

.

　　四面体WXYZの体積を [WXYZ]で表す．
−→
u と−→

v のなす角を θとおくと,

cos θ =

−→
u ·−→v

|−→u | |−→v | =
−1√
10

, sin θ =
√
1− cos2 θ =

3√
10

である． t � 0のとき V (t)を求める．次のいずれかが成立する．
(ア) Aは線分PB上にある (イ) Pは線分AB上にある (ウ) Bは線分PA上にある

　今, ○1 と
−−→
OA = (0, 0, 1) + t

−→
u ,

−−→
OB = (0, 0, 1) + (t+ 2 + sin t)

−→
u

　が成立していて,
1

9
� t+ 2 + sin t, t � t+ 2 + sin tであるから, (ウ)は起こらない．

(ア)のときを考えよう．�CDPの面積を S とおく．Pを通りPQにも−→
v にも垂直な直線を nとお

　き, A, Bから nに引いた垂線と nとの交点をそれぞれ A′, B′ とおく．このとき
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V (t) = [CDPB]− [CDPA] =
1

3
· S · PB′ − 1

3
· S · PA′ =

1

3
S(PB′ − PA′) =

1

3
S ·A′B′

　より

V (t) =
1

3
S ·A′B′ ...... ○2

　となる．
(イ)のときは, V (t) = [CDPB] + [CDPA]であり, (ア)と同様に考えると○2 と同じ式が得られる．
結局, (ア), (イ)のいずれの場合も○2 が成立し, (ア), (イ)のいずれの場合も A′B′ は ABsin θに等し

　いから

V (t) =
1

3
·
(
1

2
· CD · PQ

)
·ABsin θ

V (t) =
1

6
· PQ ·AB · CD · sin θ

V (t) =
1

6
· 4
3
· |(2 + sin t)

−→
u | · |(2 + cos t)

−→
v | · sin θ

V (t) =
1

6
· 4
3
· (2 + sin t)

√
2 · (2 + cos t)

√
5 · 3√

10
=

2

3
(2 + sin t)(2 + cos t) ...... ○3

　である．よって
V (0) = 4 ...... (答)

　である．

(3) s = sin t+ cos tとおく． s =
√
2 sin

(
t+

π

4

)
より, t � 0のとき sは−√

2 � s �
√
2 の範囲を動

　く． s2 = sin2 t+ cos2 t+ 2 sin t cos t = 1 + 2 sin t cos tより

sin t cos t =
s2

2
− 1

2

　である．よって, ○3 より

V (t) =
2

3
(4 + 2(sin t+ cos t) + sin t cos t) =

2

3

(
4 + 2s+

(
s2

2
− 1

2

))
=

1

3
(s+ 2)2 + 1

　となるから, V (t)は s =
√
2 で最大値

3 +
4
√
2

3
...... (答)

　をとり, s = −√
2 で最小値

3− 4
√
2

3
...... (答)

　をとる．
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ܽଵ = ܽଶ = 1  ܽାଶ = ܽାଵ + ܽ     (݊ = 1, 2, 3, ⋯⋯ )  tan ܾ = 1ܽ  ⋯⋯  
0 < ܾ < ⋯⋯  2 ߨ  (1) ݊ ≧ 2 , ܿ = ܽାଵܽିଵ − ܽଶ .ܿାଵ = ܽାଶܽ − ܽାଵଶ = (ܽାଵ + ܽ)ܽ − ܽାଵଶ = ܽଶ − ܽାଵ(ܽାଵ − ܽ),  ܽାଵ = ܽ + ܽିଵ  ܽାଵ − ܽ = ܽିଵ  ܿାଵ = ܽଶ − ܽାଵܽିଵ = −ܿ. , {ܿ}  −1  ܿ = ܿଶ ∙ (−1)ିଶ. ,  ܽଷ = ܽଶ + ܽଵ = 1 + 1 = 2 ܿଶ = ܽଷܽଵ − ܽଶଶ = 2 ∙ 1− 1ଶ = 1 ܿ
 = 1 ∙ (−1)ିଶ = (−1) ܽାଵܽିଵ − ܽଶ = (−1)    (݊ ≧ 2)  . (2)
ܽଶ ∙ tan(ܾଶାଵ + ܾଶାଶ) = ܽଶ ∙ tan ܾଶାଵ + tan ܾଶାଶ1 − tan ܾଶାଵ tan ܾଶାଶ = ܽଶ ∙ 1ܽଶାଵ + 1ܽଶାଶ1 − 1ܽଶାଵ ∙ 1ܽଶାଶ= ܽଶ(ܽଶାଶ + ܽଶାଵ)ܽଶାଵܽଶାଶ − 1 = ܽଶܽଶାଶ + ܽଶܽଶାଵܽଶାଵܽଶାଶ − 1 ⋯⋯  ,  ݊ = 2݉ + 1 (≧ 2 ∙ 1 + 1 ≧ 2)   ܽଶାଶܽଶ − ܽଶାଵଶ = −1 ܽଶܽଶାଶ = ܽଶାଵଶ − 1. , ,  ܽଶାଵ + ܽଶ = ܽଶାଶ  ܽଶ ∙ tan(ܾଶାଵ + ܾଶାଶ) = ܽଶାଵଶ − 1 + ܽଶܽଶାଵܽଶାଵܽଶାଶ − 1 = ܽଶାଵ(ܽଶାଵ + ܽଶ)− 1ܽଶାଵܽଶାଶ − 1

= ܽଶାଵܽଶାଶ − 1ܽଶାଵܽଶାଶ − 1 = 1 ⋯⋯  . 
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(3) ,  {ܽ} , ܽଶ > 0 ., , ,tan(ܾଶାଵ + ܾଶାଶ) = 1ܽଶ = tan ܾଶ 
, 0 < ܾଶାଵ + ܾଶାଶ < 0   ,ߨ < ܾଶ < ଶାଵܾ   2 ߨ + ܾଶାଶ = ܾଶ ܾଶାଵ = ܾଶ − ܾଶାଶ ,  ܰ   ܾଶାଵே
ୀ = ܾଵ +  ܾଶାଵே

ୀଵ = ܾଵ +  (ܾଶ − ܾଶାଶ)ே
ୀଵ   = ܾଵ + (ܾଶ − ܾସ) + (ܾସ − ܾ) +⋯+ (ܾଶே − ܾଶேାଶ)  = ܾଵ + ܾଶ − ܾଶேାଶ  . , ݊ ≧ 5  ܽ ≧ ݊  . ݊ = 5, 6  ,  ܽଷ = 2, ܽସ = 3, ܽହ = 5, ܽ = 8 , ܽହ ≧ 5,   ܽ ≧ 6 , ݊ = 5, 6 . ݊ = ݇, ݇ + 1  (݇ ≧ 5) , .  ܽ ≧ ݇,   ܽାଵ ≧ ݇ + 1  ܽାଶ = ܽାଵ + ܽ ≧ (݇ + 1) + ݇ ≧ (݇ + 1) + 1 = ݇ + 2 , ݊ = ݇ + 2 . , , ݊ ≧ 5 . lim⟶ஶܽ = ∞ ,  lim⟶ஶ tan ܾ = 0 ,  lim⟶ஶܾ = 0  . , , tan ܾଵ = tan ܾଶ = 1 ,  ܾଵ = ܾଶ = , .  4 ߨ ,   ܾଶାଵஶ

ୀ = limே⟶ஶ  ܾଶାଵே
ୀ = limே⟶ஶ(ܾଵ + ܾଶ − ܾଶேାଶ) = + 4 ߨ − 4 ߨ 0 = ⋯⋯  2 ߨ  
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(1) f(t) = t2 − 1
t3

f ′(t) =
2t·t3 − (t2 − 1)·3t2

t6
= −t2 + 3

t4

t > 0

t ( 0 ) · · · √
3 · · ·

f ′(t) + 0 −
f(t) 2

3
√
3

lim
t→+0

f(t) = −∞ lim
t→∞ f(t) = 0

u = f(t)

(2)

f(t) = 2

3
√
3

t2 − 1
t3

= 2

3
√
3

∴ 2t3 − 3
√
3t2 + 3

√
3 = 0

∴ (t−√
3)2(2t+

√
3) = 0 ∴ t =

√
3, −

√
3
2

√
3

−√
3

−
√
3
2

−1

2

3
√
3

− 2

3
√
3

t

u

O
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(2) x < y < z · · · · · · 1©
xyz \= 0 · · · · · · 2©
x3y2 − x3 = x2y3 − y3 · · · · · · 3©
y3z2 − y3 = y2z3 − z3 · · · · · · 4©

2© 3©
x3(y2 − 1) = y3(x2 − 1)

∴ x2 − 1
x3

=
y2 − 1

y3

∴ f(x) = f(y)

2© 4© f(y) = f(z)

( 1© 2© 3© 4©)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x < y < z · · · · · · 1©
xyz \= 0 · · · · · · 2©
f(x) = f(y) = f(z) · · · · · · 5©

2© (1)
(
tu u = f(t)

)
A(x, f(x)) B(y, f(y)) C(z, f(z))

1©
(A t ) < (B t ) < (C t ) · · · · · · 6©

5©
A B C t · · · · · · 7©

x y z 1© 2© 5©
tu u = f(t) A B C 6© 7©

x
(
= ( A t )

)

(1)

x < −√
3 −1 < x < −

√
3
2

( )
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CBA

√
3y z

x

−
√
3
2

−1

t

t

u

O

A B C

√
3 yx

z

t

t

u

O
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