
 

(1) 0 < ݐ < 1 , ,  

P௧(0, ,(ݐ Q௧(ݐ, 1), R௧(1, 1 −  (ݐ

,  

OS௧ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1 − OP௧ሬሬሬሬሬሬ⃗(ݐ + OQ௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ݐ = (1 − (ݐ ቀ 0ݐ  ቁ + ݐ ቀ 1ݐ ቁ = ቀ ଶݐ
ݐ2 − ଶݐ

ቁ 

OT௧ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1 − OQ௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗(ݐ + OR௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ݐ = (1 − (ݐ ቀ 1ݐ ቁ + ݐ ቀ 1
1 − ቁ ݐ = ቀ2ݐ − ଶݐ

1 − ଶݐ
ቁ 

.  

OU௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1 − OS௧ሬሬሬሬሬሬ⃗(ݐ + OT௧ሬሬሬሬሬሬ⃗ݐ = (1 − (ݐ ቀ ଶݐ
ݐ2 − ଶݐ

ቁ + ݐ ቀ2ݐ − ଶݐ
1 − ଶݐ

ቁ = ቀ3ݐଶ − ଷݐ2
ݐ3 − ଶݐ3

ቁ 

 

U௧(3ݐଶ − ,ଷݐ2 ݐ3 −  (ଶݐ3

. ݐ  = 0  (0, 0), ݐ = 1  (1, 0) , U = A, Uଵ = D 

, ݐ = 0, 1 . 

(2) ݔ = ଶݐ3 − ݕ   ,ଷݐ2 = ݐ3 −  . ଶݐ3

0 ݐ ≦ ݐ ≦ 1 ,
ݔ݀
ݐ݀

= ݐ6 − ଶݐ6 = 1)ݐ6 − (ݐ ≧ 0 , , 

ݕ = 1)ݐ3 − (ݐ ≧ 0 . 

,  ܵ  

ܵ = න ݕ
ଵ


ݔ݀ = න ݕ

௧ୀଵ

௧ୀ
∙
ݔ݀
ݐ݀

ݐ݀ = න 1)ݐ3 − (ݐ ∙ 1)ݐ6 − (ݐ
ଵ


 ݐ݀

  = 18න ଶݐ) − ଷݐ2 + (ସݐ
ଵ


 ݐ݀

  = 18 ቈ
ଷݐ

3
−
ସݐ

2
+
ହݐ

5



ଵ

= 18 ൬
1
 3 

−
1
 2 

+
1
 5 
൰ =

3
 5 

 

. 

(3)  ݈  

݈ = න ඨ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

+ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ


 ݐ݀

. ,
ݕ݀
ݐ݀

= 3 − ݐ6 = 3(1 − (ݐ2  

൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

+ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

= ଶ(1ݐ36 − ଶ(ݐ + 9(1 −  ଶ(ݐ2
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                             = ସݐ4)9 − ଷݐ8 + ଶݐ8 − ݐ4 + 1) 

                             = ଶݐ2)9 − ݐ2 + 1)ଶ 

, ଶݐ2 − ݐ2 + 1 = 2 ൬ݐ −
1
 2 
൰
ଶ

+
1
 2 

> 0  

ඨ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

+ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

= ଶݐ2|3 − ݐ2 + 1| = ଶݐ2)3 − ݐ2 + 1) 

. ,  

݈ = න ଶݐ2)3 − ݐ2 + 1)



ݐ݀ = 3 ቈ

ଷݐ2

3
− ଶݐ + ݐ





= 2ܽଷ − 3ܽଶ + 3ܽ 

. 
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(1) f(x) = x− 1− log x

f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

x > 0 f(x)

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +
f(x) ↘ 0 ↗

f(x) � 0 (x > 0) x > 0 log x � x− 1

(2) (1)

log

(
1 + x

1
n

2

)
� 1 + x

1
n

2
− 1 =

x
1
n − 1

2

n

∫ 2

1

log

(
1 + x

1
n

2

)
dx � n

∫ 2

1

x
1
n − 1

2
dx · · · �1

�1

n

∫ 2

1

x
1
n − 1

2
dx =

n

2

[
1

1
n + 1

x
1
n+1 − x

]2
1

=
n

2

{(
n

n+ 1
21+

1
n − 2

)
−
(

n

n+ 1
− 1

)}

=

(
n

n+ 1
2

1
n − 1

)
n+

n

2(n+ 1)

=
2

1
n − 1
1
n

− 1

1 + 1
n

· 2 1
n +

1

2 + 2
n

→ log 2− 1 · 1 + 1

2
= log 2− 1

2
(n → ∞)

(
g(x) = 2x g′(x) = (log 2) · 2x lim

n→∞
2

1
n − 1
1
n

= lim
h→+0

2h − 1

h
= lim

h→+0

g(h)− g(0)

h
= g′(0) = log 2

)

(1) x (> 0)
1

x
(> 0)

log

(
1

x

)
� 1

x
− 1

− log x � 1

x
− 1

log x � 1− 1

x

log

(
1 + x

1
n

2

)
� 1− 2

1 + x
1
n

x
1
n − 1

1 + x
1
n

� log

(
1 + x

1
n

2

)
· · · �2

1 � x � 2

x
1
n − 1

1 + 2
1
n

� x
1
n − 1

1 + x
1
n

· · · �3

3 / 13 © 駿台予備学校



�2 , �3

x
1
n − 1

1 + 2
1
n

� log

(
1 + x

1
n

2

)

2

1 + 2
1
n

· x
1
n − 1

2
� log

(
1 + x

1
n

2

)

1 2 n

2

1 + 2
1
n

· n
∫ 2

1

x
1
n − 1

2
dx � n

∫ 2

1

log

(
1 + x

1
n

2

)
dx · · · �4

�1 n → ∞

lim
n→∞ ( �4 ) =

2

1 + 1

(
log 2− 1

2

)
= log 2− 1

2

�1 , �4 n → ∞

lim
n→∞n

∫ 2

1

log

(
1 + x

1
n

2

)
dx = log 2− 1

2

�4

1 � x � 2 x
1
n > 0

log

(
1 + x

1
n

2

)
� log

√
1 · x 1

n =
1

2
log

(
x

1
n

)
=

1

2n
log x

n

∫ 2

1

log

(
1 + x

1
n

2

)
dx � n

∫ 2

1

1

2n
log x dx · · · �5

�5

n

∫ 2

1

1

2n
log x dx =

1

2

∫ 2

1

log x dx

=
1

2
[x log x− x]

2
1 = log 2− 1

2
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(2)[ ]

n

∫ 2

1

log

(
1 + x

1
n

2

)
dx = n

[
x log

(
1 + x

1
n

2

)]2

1

− n

∫ 2

1

x ·
1
nx

1
n−1

1 + x
1
n

dx

= 2n log

(
1 + 2

1
n

2

)
−

∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx · · · (∗)

p(x) = log

(
1 + 2x

2

)
p′(x) =

(log 2)2x

1 + 2x
p(0) = 0

lim
h→0

p(h)

h
= lim

h→0

p(h)− p(0)

h
= p′(0) =

log 2

2

1 � x � 2 2 � 1 + x
1
n � x

1
n + x

1
n

x
1
n

x
1
n + x

1
n

� x
1
n

1 + x
1
n

� x
1
n

2

1 2

∫ 2

1

x
1
n

x
1
n + x

1
n

dx �
∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx �
∫ 2

1

x
1
n

2
dx

∫ 2

1

1

2
dx �

∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx �
[

1
1
n + 1

· x
1
n+1

2

]2

1

1

2
(2− 1) �

∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx � 21+
1
n − 1

2 + 2
n

· · · �6

lim
n→∞

1

n
= 0 �6 n → ∞

lim
n→∞

∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx =
1

2

lim
n→∞(∗) = lim

n→∞

{
2 · p(

1
n )
1
n

−
∫ 2

1

x
1
n

1 + x
1
n

dx

}
= 2 · log 2

2
− 1

2
= log 2− 1

2
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理 科 第 3 問

G H

EF

C

D

A

B
a

b

(1) 　点 B，C，Dがそれぞれ辺 FG，GH，HE上にあることから，∠BCD =
5

6
πに注意すると，

∠DCH =
π

6
− θ

である．よって，θの変域は，∠BCG � 0かつ ∠DCH � 0より，

θ � 0 かつ π

6
− θ � 0　すなわち　 0 � θ � π

6
· · · · · · 1©

である．

　�BCGと�DAEは，∠BGC = ∠DEA =
π

2
である直角三角形であり，また，BC // DA，CG // AEより，

∠BCG = ∠DAE

である．さらに，BC = DA( = a )であるから，
�BCG ≡ �DAE

である．同様にして，
�ABF ≡ �CDH

である．したがって，
S = (平行四辺形 ABCD) +�ABF +�BCG+�DAE+�CDH

= 2 (�ABC+�BCG+�CDH)

である．

　いま，
CG = b cos θ，　 BG = b sin θ

より，

�BCG =
1

2
b cos θ · b sin θ =

b2

2
sin θ cos θ =

b2

4
sin 2θ

である．�CDHについては，bを aに，θを π

6
− θに置き換えて，

�BAF =
a2

4
sin

(π
3
− 2θ

)
であるから，

S

2
= �ABC+�BCG+�CDH

=
ab

4
+

b2

4
sin 2θ +

a2

4
sin

(π
3
− 2θ

)

=
ab

4
+

b2

4
sin 2θ +

a2

4

(√
3

2
cos 2θ − 1

2
sin 2θ

)

=
ab

4
+

√
3a2

8
cos 2θ +

2b2 − a2

8
sin 2θ

より，

S =
ab

2
+

√
3a2

4
cos 2θ +

2b2 − a2

4
sin 2θ · · · · · · 2©

である．
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(2) 　 2©をさらに変形すると，

S =
ab

2
+

√
a4 − a2b2 + b4

2
cos (2θ − α)

となる．ただし，α は 0 < α <
π

2
， cosα =

√
3a2

2
√
a4 − a2b2 + b4

，sinα =
2b2 − a2

2
√
a4 − a2b2 + b4

を満たす角である

(2b2 − a2 > 0に注意する)．

　 1©より，0 � 2θ � π

3
であるから，2θ−αのとり得る値の範囲に 0を含むか否か，すなわち 0 < α � π

3
と π

3
< α <

π

2

で場合分けする．tanα =
2b2 − a2√

3a2
> 0である．

( i ) 　 0 < α � π

3
のとき，0 <

2b2 − a2√
3a2

�
√
3であるから，

2b2 − a2 � 3a2　すなわち　 b2 � 2a2

であり，a，bともに正，かつ a � bであるから，

a � b �
√
2a

である．このとき，2θ − α = 0 のとき，

S =
ab

2
+

√
a4 − a2b2 + b4

2

をとる．

( ii ) 　 π

3
< α <

π

2
のとき，2b2 − a2√

3a2
�

√
3であるから，

2b2 − a2 > 3a2　すなわち　 b2 > 2a2

より，
b >

√
2a

である．このとき，θの増加に伴い，S は増加するので，2θ =
π

3
のとき

S =
ab

2
+

√
3b2

4

をとる．

　以上より，S の最大値は，

S =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ab

2
+

√
a4 − a2b2 + b4

2

(
a � b �

√
2aのとき

)
ab

2
+

√
3b2

4

(
b >

√
2aのとき

)
である．
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理 科 第 4 問 .

.

(1) n > aとすると,

n2 < n2 + n− a < n2 + n < (n+ 1)2

　より fa(n) = n2 + n− aは平方数とならない．よって, fa(n)が平方数ならば n � aである．
(2) fa(a) = a2 が平方数であることと (1)より, (i)は

fa(n) = n2 + n− aが平方数となる正の整数 nは n < aの範囲にはない
　ということ, すなわち

k2 + k − a = l2 ...... ○1 　かつ　 0 < k < a ...... ○2 　かつ　 l � 0 ...... ○3 　をみたす
整数 k, lは存在しない

　ということである．○1 は
(2k + 1 + 2l)(2k + 1− 2l) = 4a+ 1 ...... ○4

　と変形できるから, (i)の否定と (ii)の否定はそれぞれ
　　 (i)′ ○4 かつ○2 かつ○3 をみたす整数 k, lが存在する
　　 (ii)′ 4a+ 1は素数ではない
　となり, これらが同値であることを示せばよい．
　　まず「 (i)′ =⇒ (ii)′ 」を示そう． (i)′ を仮定する．○4 より○1 が成立し, ○1 , ○2 より k2 > l2 で, こ
　れと○2 , ○3 より k > lである．よって, ○4 において

2k + 1 + 2l � 2k + 1− 2l > 1

　となるから (ii)′ が成立する．
　　次に「 (ii)′ =⇒ (i)′ 」を示そう． (ii)′ を仮定する．このとき

4a+ 1 = bc　かつ　 b � c � 2

　となる整数 b, cが存在する． 2k + 1 + 2l = bかつ 2k + 1− 2l = cとなるように

k =
b+ c− 2

4
, l =

b− c

4

　とおけば○4 が成立する． 4a+ 1 = bcより, 合同式の法を 4として
( b ≡ 1かつ c ≡ 1 )　または　 ( b ≡ 3かつ c ≡ 3 )

　であるから, この k, lは整数となる． b � c � 2より○3 は成立し,

a− k =
bc− 1

4
− b+ c− 2

4
=

(b− 1)(c− 1)

4
> 0

　より○2 も成立する．これで (i)′ が示された．
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理 科 第 5 問
(1) 　最初に操作 (T1)を行った後，最も左の札の数字はA1かA2であり，これは再び操作 (T1)を行うまで変化しない．
この札の数字を Bとする．このとき，最後に操作 (T1)を行った後，左から 2枚のうち 1枚の札の数字は Bである．
よって，札の数字が左から 1，2，· · · と並ぶことから，B は 2以下である．

　よって，A1 と A2 のうち少なくとも一方は 2以下であることが示された．

(2) 　 (1)より，A1，A2 の少なくとも一方は 1または 2である．

( i ) 　 A1 = 1のときを考える．最初の操作 (T1)を行っても札の位置は変わらないので，数字の 2から nを，そ
れぞれ 1から n− 1に対応させることで，最初の状態から A1 を除いたものは，1から n− 1が横一列に並ん
でいるものと同一視できるから，条件を満たす並べ方は，

cn−1 通り

ある．

( ii ) 　 A2 = 1のときを考える．最初の操作 (T1)を行うと必ず札の位置が入れかわる．よって，札の位置を入れ
かえた後，数字の 2から nを，それぞれ 1から n− 1に対応させることで，操作 (T1)を行った後の状態から
左から 1番目の札を除いたものは，数字の 1から n− 1が横一列に並んでいるものと同一視できるため，条件
を満たす並べ方は，

cn−1 通り

ある．

(iii) 　A1 = 2のときを考える．このとき，A2 = 1，A2 � 3のいずれかである．いずれの場合も，数字の 3から n

を，それぞれ 2から n− 1に対応させることで，最初の状態から A1を除いたものは，数字の 1から n− 1が
横一列に並んでいるものと同一視できるため，その並べ方は cn−1通りある．このうち，A2 = 1のときは ( ii )

で考えたため，条件を満たす並べ方は
cn−1 − cn−2 通り

ある．

(iv) 　 A2 = 2のときを考える．A1 = 1については ( i ) ですでに考えたため，A1 � 3のときを考える．A1 � 3

のとき，最初の操作 (T1)を行って札の位置を入れかえた後の状況は， (iii) において A2 � 3のときを考えた
ものと同様である．よって，A2 = 2のときの並べ方は，

cn−1 − cn−2 通り

ある．

　以上より，求める並べ方の総数は，

cn = 2cn−1 + 2(cn−1 − cn−2) = 4cn−1 − 2cn−2

である．
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6

(1) z C ,∣∣∣∣ z − 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
· · · · · · 1©

z =\ 0

. w =
1

z
, z =

1

w
, 1© ,∣∣∣∣ 1

w
− 1

2

∣∣∣∣ = 1

2

| 2− w | = |w | · · · · · · 2© w =\ 0

2© , w =\ 0 , ,

(2− w)(2− w) = ww

w + w = 2 · · · · · · a©
Rew = 1

, w =
1

z
1 .

( )

1◦ 2© , |w − 2 | = |w | , w , 2 0 .

, w 1 .

2◦ w = x+ yi (x, y ) a© ,

(x+ yi) + (x− yi) = 2

x = 1

,
1

z
1 .

(2) (1)
1

z
1 ,

1

α
= 1 + si,

1

β
= 1 + ti (s, t )

,

1

α2
= (1 + si)2 = (1− s2) + 2si

,

1

β2
= (1− t2) + 2ti

,
1

α2
+

1

β2
= x+ yi (x, y ) ,

x+ yi = {(1− s2) + 2si}+ {(1− t2) + 2ti}
= 2− (s2 + t2) + 2(s+ t)i

,

x = 2− (s2 + t2) · · · · · · 3©
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y = 2(s+ t) · · · · · · 4©
.

4© ,

s+ t =
y

2

3©, 4© ,

st =
1

2
{(s+ t)2 − (s2 + t2)}

=
1

2

{( y

2

)2

− (2− x)

}

=
1

8
(y2 + 4x− 8)

, s, t 2 ,

u2 − y

2
u+

1

8
(y2 + 4x− 8) = 0 · · · · · · 5©

, 5© 2 ,

( ) =
( y

2

)2

− 4 · 1

8
(y2 + 4x− 8) > 0

− 1

4
y2 − 2x+ 4 > 0

x < − 1

8
y2 + 2 · · · · · · 6©

. , .

x

y

(3) γ = x+ yi (x, y ) , x, y 6© ,

x >
= − 1

8
y2 + 2 · · · · · · 6©′

. 6©′ . 6©′ θ =\ π , x = r cos θ,

y = r sin θ (r > 0, −π < θ < π) , 6©′

r cos θ >
= − 1

8
(r sin θ)2 + 2

r cos θ >
= − 1

8
r2(1− cos2 θ) + 2

(1− cos2 θ)r2 + 8r cos θ − 16 >
= 0

{(1− cos θ)r + 4}{(1 + cos θ)r − 4} >
= 0
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(1− cos θ)r + 4 > 0 ,

(1 + cos θ)r − 4 >
= 0

, γ ,

r >
=

4

1 + cos θ
· · · · · · 7©

. γ = r(cos θ + i sin θ) ,

1

γ
=

1

r
(cos θ − i sin θ)

,

Re

(
1

γ

)
=

cos θ

r
· · · · · · 8©

.

(i) 0 <
= cos θ <

= 1 , 7©, 8© ,

0 <
= Re

(
1

γ

)
<
=

cos θ(1 + cos θ)

4

<
=

1

2
(∵ 0 <

= cos θ <
= 1)

, θ = 0 .

(ii) −1 < cos θ < 0 , 7©, 8© ,

0 >
= Re

(
1

γ

)
>
=

cos θ(1 + cos θ)

4

=
1

4

{(
cos θ +

1

2

)2

− 1

4

}

>
= − 1

16

, θ = ± 2

3
π .

,
1

γ

1

2
, − 1

16
.

[ ]

γ = x+ yi (x, y ) γ (2) , x, y ,

x >
= − 1

8
y2 + 2 · · · · · · 9©

.

1

γ
=

1

x+ yi
=

x− yi

x2 + y2

, Re

(
1

γ

)
=

x

x2 + y2
. , 9© ,

y2 >
= −8x+ 16
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, y2 ,

y2 >
= −8x+ 16 y2 >

= 0

,

x <
= 2 y2 >

= −8x+ 16, x >
= 2 y2 >

= 0

,

x <
= 2 x2 + y2 >

= x2 − 8x+ 16 0 <
1

x2 + y2
<
=

1

(x− 4)2

x >
= 2 x2 + y2 >

= x2 0 <
1

x2 + y2
<
=

1

x2

.

(i) x < 0

0 > Re

(
1

γ

)
>
=

x

(x− 4)2

,

x

(x− 4)2
=

(x− 4) + 4

(x− 4)2
=

1

x− 4
+

4

(x− 4)2

= 4

(
1

x− 4
+

1

8

)2

− 1

16

, x = −4 − 1

16
.

,

0 > Re

(
1

γ

)
>
= − 1

16

(ii) 0 <
= x <

= 2

0 <
= Re

(
1

γ

)
<
=

x

(x− 4)2
<
=

1

2
(∵ (x− 4)2 0 <

= x <
= 2 )

x = 2
1

2
.

(iii) x >
= 2

0 <
= Re

(
1

γ

)
<
=

x

x2
=

1

x
<
=

1

2

x = 2
1

2
.

,

− 1

16
<
= Re

(
1

γ

)
<
=

1

2

,
1

γ

1

2
, − 1

16
.
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