
1

題意の多面体を F とする．また，OA = a，OA+AA′ = 1より，AA′ = 1− aであることに注意する．

(1) a = bのとき，F は，底面が 1辺の長さが aの正方形，高さが 1− aの直方体であるから，その体積は，

V = a2(1− a) = a2 − a3

である．OA > 0，AA′ > 0より 0 < a < 1であり，
dV

da
= 2a− 3a2 = −3a

(
a− 2

3

)

であるから，V の増減は次のようになる．

a (0) · · · 2

3
· · · (1)

dV

da
+ 0 −

V ↗ 4

27
↘

　よって，V の最大値は，
4

27
· · · · · · (答)

である．

O
A B

C

O′
A′

B′

C′

D

x

y

z
(2)，(3)　正の定数 kについて b− a = kAA′ が成り立つとき，

b = a+ kAA′ · · · · · · 1©

と kAA′ > 0より，a < bである．このとき，

O′A′ : OA = O′C′ : OC = b : a

O′B′ : OB =
√
2b :

√
2a = b : a

であるから，2平面OABC，O′A′B′C′が平行であること，4点O，
O′，A，A′ が同一平面上にあること，4点 O，O′，B，B′ が同一
平面上にあること，4点 O，O′，C，C′が同一平面上にあることとあわせて，4直線 OO′，AA′，BB′，CC′は 1点
で交わる．

　この交点を Dとすると，F は，四角錐 D-O′A′B′C′ から四角錐 D-OABCを除いたものであり，四角錐 D-OABC

の体積を V1，四角錐 D-O′A′B′C′ の体積を V2 とすると，

V = V2 − V1 · · · · · · 2©

である．また，2つの四角錐は相似であり，相似比が a : bであることより，体積比は a3 : b3 であるから，

V2 =
b3

a3
V1

である．よって， 2©より，

V =
b3 − a3

a3
V1 · · · · · · 3©

である．
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V1 を求めよう．点 Aから直線 O′A′ へ下ろした垂線の足を Hとし，

O

A

O′ A′

D

H

θ

θ
x

z

∠OAD = ∠HA′A = θ
(
0 < θ <

π

2

)
とおくと， 1©より，

k =
b− a

AA′ =
A′H
AA′ = cos θであるから，0 < k < 1である．以下，この条件の

もとで考える．

　このとき， 1©より，
b = a+ k(1− a) = (1− k)a+ k · · · · · · 4©

である．また，
OD = OAtan θ = a tan θ

であるから，

V1 =
1

3
·OA2 ·OD =

tan θ

3
a3 · · · · · · 5©

である．

　よって， 3©， 4©， 5©より，
V =

{(1− k)a+ k}3 − a3

a3
· tan θ

3
a3

=
tan θ

3

[{(1− k)a+ k}3 − a3
]

であるから，
dV

da
=

tan θ

3

[
3(1− k){(1− k)a+ k}2 − 3a2

]
=

[
(1− k){(1− k)a+ k}2 − a2

]
tan θ · · · · · · 6©

である．

(2)について，cos θ = k =
1

2
より θ =

π

3
であるから， 6©より，

dV

da
=

√
3

{
1

2

(
a+ 1

2

)2

− a2

}
= −

√
3

8
(7a2 − 2a− 1) = −7

√
3

8

(
a− 1 + 2

√
2

7

)(
a− 1− 2

√
2

7

)

であり，(1)と同様に 0 < a < 1であるから，V の増減は次のようになる．

a (0) · · · 1 + 2
√
2

7
· · · (1)

dV

da
+ 0 −

V ↗ ↘

　よって，V が最大となるような aの値は，

a =
1 + 2

√
2

7
· · · · · · (2)(答)

である．

(3)について，dV

da
= f(a)とおく． 6©より，f(a)は高々 2次の関数であり，

f(0) = k2(1− k) tan θ > 0　 (∵ 0 < k < 1)

f(1) = −k tan θ < 0

であるから，0 < a < 1の範囲で dV

da
= f(a)の符号は 1回だけ正から負へと変化する．そのような aにおいて，V

は最大となる．

　よって，正の定数 kに対して，V は最大値を持つことが示された．

　また，(1)より，k = 0のときも V は最大値を持つ．

　以上より，0以上の定数 k に対して，V は最大値を持つことが示された． ((3) 証明終)
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6 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 3

A = {1, 6}, B = {2, 5}, C = {3, 4}

A ∩ B = B ∩ C = C ∩ A = ∅, A ∪ B ∪ C = U

(C1) {an} U

(C2) {an} A 2 B, C

(2) (C3) {an} 2 (C1), (C2)

2 A, B, C 2 1

2

3C2 × 22 = 12 ( )

2 x, y n 2n

x y (C3)

x y rn

rn = 2n − 2

(C1), (C2), (C3) {an}

qn = 12rn = 12(2n − 2) · · · ( )

(3) (C1), (C2) {an}

( ) 4

U 4 A, B, C 2 (C2)

( ) 1

U 1 x ak = x (1 � k � n) (C1), (C2)

6

( ) 2

qn
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( ) 3

3 A, B, C 1

23 = 8

3 x, y, z n 3n 2

: 3

x, y, z 2 : 2

3C2 = 3 2 rn

8(3n − 3− 3rn)

( ) ( ) (C1), (C2) {an} pn

pn = 6 + 12rn + 8(3n − 3− 3rn)

= 8 · 3n − 12rn − 18

= 8 · 3n − 12 · 2n + 6 · · · ( )

(1) (3) n = 2, n = 3

p2 = 30 · · · ( )

p3 = 126 · · · ( )
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#

(1) cosμ = c
r のとき，円 x

2 + (y¡ c)
2
= r2 の中心 (0; c)を C，この円と x軸の x � 0の部分の共有点を

A(a; 0)とし，y軸の負の向きの単位ベクトル (0; ¡1)を¡!v とすると，
¡!
CAÞ¡!v = (a; ¡c) Þ (0; ¡1) = c

より，
¡!
CAÞ¡!v¯̄
¯¡!CA
¯̄
¯ ¯̄¡!v ¯̄

=
c
rÞ1 =

c
r = cosμ

であるから，μは¡!CAと¡!v のなす角に等しい．
　下の図 1により，

S = 2Þ # 1
2
r2Þ2μ¡ 1

2
r2sin2μ; = r2 (2μ¡ sin 2μ)　 ÝÝ(答)

と表される．

(2) 下の図 2により，

S = 2 ¢ S 1
2
r2 ¢ 2 (¼¡ μ)¡ 1

2
r2sin2 (¼¡ μ)k

= r2 f2 (¼¡ μ)¡ sin2 (¼¡ μ)g

= r2 (2¼¡ 2μ+ sin 2μ)　 ÝÝ(答)

と表される．

x

y

c

¡c
O

μ

図 1

x

y

μ

¡c

c

O

図 2

(3) cosμ = cr となる角について，μ = 0より，（＊）は，

Vx2 + (y¡ r)
2 � r2

x2 + (y+ r)
2 � r2

となる．この場合 S = 0であるから，(1)は μ = 0でも成り立つ．一方，μ = ¼のときは，c = ¡rより同様
に S = 0であるから，(2)は μ = ¼でも成り立つ．そして，jcj > rのときは（＊）が表す領域は存在しない
ため，S = 0である．
　点 (0; s; t)は C上の点であるから，t = as2 を満たしている．
平面 z = t上の領域D1 : x2 + (y¡ f (t))

2 � r2 における y座標の最小値が¡sであることより，
f (t)¡ r = ¡s　すなわち　 f (t) = r¡ s

である．また，平面 z = t上の領域D2 : x2 +(y¡ g (t))
2 � r2における y座標の最大値が sであることより，

g (t) + r = s　すなわち　 g (t) = s¡ r
である．ここで，c = f (t) = r¡ sとおくと，g (t) = ¡cであるから，

D1 : x2 + (y¡ c)
2 � r2; z = t

D2 : x2 + (y+ c)
2 � r2; z = t
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である．よって，平面 z = t上のD1 とD2 の共通部分の面積は，(1)と (2)で求めた Sにあたる．
¡1 � cosμ � 1より，¡1 � cr � 1すなわち¡r � c � rであることに注意する．

(a) 0 � c � rのとき，(1)より，
S = r2 (2μ¡ sin 2μ)

　　（ただし，μは cosμ = cr かつ　 0 � μ � ¼
2
を満たす）

と表される．また，s = r¡ cであるから，t = as2; 0 � c � rより 0 � t � ar2 である．

(b) ¡r � c � 0のとき，(2)より，
S = r2 f2 (¼¡ μ)¡ sin 2 (¼¡ μ)g

　　（ただし，μは cosμ = cr かつ　 ¼
2

� μ � ¼を満たす）
と表される．また，s = r¡ cであるから，t = as2;¡r � c � 0より ar2 � t � 4ar2 である．

h (μ) = 2μ¡ sin 2μとおくと，(a)，(b)より，求める体積 Vは，

V =
Z ar2

0
r2h (μ)dt+

Z 4ar2

ar2
r2h (¼¡ μ)dt

と表される．ここで，t = as2 と c = r¡ sより，

t = a(r¡ c)
2，dtdc = 2a (c¡ r)

であることと，c = r cosμより， dcdμ = ¡r sinμであることを用いると，

V =
Z ar2

0
r2h (μ)dt+

Z 4ar2

ar2
r2h (¼¡ μ)dt

= r2 TZ 0

r
h (μ) ¢ 2a (c¡ r)dc+

Z ¡r

0
h (¼¡ μ) ¢ 2a (c¡ r)dcl

= r2
Z ¼
2

0
h (μ) ¢ 2ar (cosμ¡ 1) ¢ (¡r sinμ)dμ

= r2UZ ¼
2

0
h (μ) ¢ 2ar (cosμ¡ 1) ¢ (¡r sinμ)dμ

+

Z ¼

¼
2

h (¼¡ μ) ¢ 2ar (cosμ¡ 1) ¢ (¡r sinμ)dμm
となる．さらに，第 2項において ® = ¼¡ μと置き換えると， dμd® = ¡1より，

V = 2ar4UZ ¼
2

0
h (μ) Þ (1¡ cosμ) Þ sinμdμ+

Z 0

¼
2

h (®) Þ (¡ cos®¡ 1) Þ (¡ sin®) (¡1)d®m
= 2ar4UZ ¼

2

0
h (μ) Þ (1¡ cosμ) Þ sinμdμ+

Z ¼
2

0
h (μ) Þ (1 + cosμ) Þ sinμdμm

= 4ar4
Z ¼
2

0
h (μ) sinμdμ

= 4ar4
Z ¼
2

0
(2μ¡ sin 2μ) sinμdμ

= 4ar4
Z ¼
2

0
!2μ sinμ¡ 2sin2μ cosμ9dμ

= 4ar4 �¡2μ cosμ+ 2sinμ¡ 2
3
sin3μ— ¼2

0

=
16
3
ar4 ÝÝ(答)

と表される．

(4) a+ r = 1のとき，a > 0かつ r > 0より 0 < r < 1である．一方，Vを rのみで表すと，

V = 16
3
r4 (1¡ r)

6/7 © 駿台予備学校



となる．よって，
dV
dr =

16
3

!4r3 ¡ 5r49 = 16
3
r3 (4¡ 5r)

より，0 < r < 1における増減表は次のようになる．

x (0) Ý
4
5

Ý (1)

V + 0 ¡

dV
dr % &

　したがって，Vを最大とする a; rの値は，

a = 1
5
; r = 4

5
ÝÝ(答)

である．
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