
理科　第 1 問

(1) f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6
は奇関数である.

f ′(θ) = cos θ − 1 +
θ2

2
f ′′(θ) = − sin θ + θ

f ′′′(θ) = − cos θ + 1

0 < θ < 1 のとき f ′′′(θ) > 0 かつ f ′′(0) = 0 より,

0 < θ < 1 のとき f ′′(θ) > 0 · · · · · · 1©
である. つぎに, 1© かつ f ′(0) = 0 より,

0 < θ < 1 のとき f ′(θ) > 0 · · · · · · 2©
である. 2© より f(θ) は 0 <

= θ <
= 1 において単調に増加し, さらに, f(0) = 0 より 0 <

= θ <
= 1

における f(θ) の値域は,

f(0) <= f(θ) <= f(1)

すなわち,

0 <
= f(θ) <= sin 1− 5

6
であり, f(θ) が奇関数であることから, −1 <

= θ <
= 1 における f(θ) の値域は,

− sin 1 +
5

6
<
= f(θ) <= sin 1− 5

6
である. 以上より,

M = sin 1− 5

6
, m = − sin 1 +

5

6

(2) I =

∫ 2π

0

sin(cosx− x) dx とおく.

I =

∫ 2π

0

sin(cosx) cosx dx−
∫ 2π

0

cos(cosx) sinx dx · · · · · · 3©

ここで,

∫ 2π

0

cos(cosx) sinx dx =
[
− sin(cosx)

]2π
0

= 0 であるから, 3© より,

I =

∫ 2π

0

sin(cosx) cosx dx · · · · · · 4©

である.

　次に, f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6
に θ = cosx を代入して,

f(cosx) = sin(cos x)− cosx+
1

6
cos3 x

∴　 sin(cosx) = cosx− 1

6
cos3 x+ f(cosx)

　したがって,
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I =

∫ 2π

0

(
cos2 x− 1

6
cos4 x

)
dx+

∫ 2π

0

f(cosx) cosx dx · · · · · · 5©

である.

　 5© の第 1 項の積分は,

∫ 2π

0

(
cos2 x− 1

6
cos4 x

)
dx =

∫ 2π

0

{
1 + cos 2x

2
− 1

6

(
1 + cos 2x

2

)2
}

dx

=

∫ 2π

0

(
11

24
+

5

12
cos 2x− 1

24
cos2 2x

)
dx

=

∫ 2π

0

(
7

16
+

5

12
cos 2x− 1

48
cos 4x

)
dx

=
[ 7

16
x+

5

24
sin 2x− 1

192
sin 4x

]2π
0

=
7

8
π

である. また, 5©の第 2項の積分については, 0 <
= x <

= 2π において (1)より f(cosx) cosx >
= 0

であるから, ∫ 2π

0

f(cosx) cosx dx >
= 0

また, ∣∣∣∣
∫ 2π

0

f(cosx) cosx dx

∣∣∣∣ <=
∫ 2π

0

| f(cosx) || cosx | dx

<
=

∫ 2π

0

M | cosx | dx = M · 4
∫ π

2

0

cosx dx

= 4M
[
sinx

]π
2

0
= 4M

である.

　したがって,

0 <
=

∫ 2π

0

f(cosx) cosx dx <
= 4M

であるから, 5© より,

7

8
π <
= I <

=
7

8
π + 4M

が成り立つ.
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 3 3  3  , , , . 3 3  ݕ  3  ݔ    (1) ݊ = 5 , 3  Cଷଵହ = 455 ,. , 3 . , ݔ  = ܽ  (ܽ = 1, 2, 3) 5  (ܽ, 1), (ܽ, 2), (ܽ, 3), (ܽ, 4), (ܽ, 5) 3 ,  Cଷହ ∙ 3 = 30 . , ݕ  = ܾ  (ܾ = 1, 2, 3, 4, 5) 3  (1, ܾ), (2, ܾ), (3, ܾ) 3,  Cଷଷ ∙ 5 = 5 . . . 1 3  (1, ܿ), (2, ܿ + 1), (3, ܿ + 2) (ܿ ) ܿ , ݕ  . ≧ 1 ܿ + 2 ≦ 5 , ܿ  1 ≦ ܿ ≦ 3 , 3 Cଷଷ ∙ 3 = 3 . 2 3  (1, ݀), (2, ݀ + 2), (3, ݀ + 4) (݀ ) ݀ , ݕ  . ≧ 1 ݀ + 4 ≦ 5 , ݀ = 1 , 3 Cଷଷ ∙ 1 = 1 . 3 ,  3 + 1 = 4 . , ݔ  = 2 ,4 ,  4 ∙ 2 = 8  . , 3  30 + 5 + 8 = 43  , ହ݌  = 1 − 43455 = 412455 
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(2) ݊ = 2݉ , 3  Cଷ଺௠ = 2݉(6݉− 1)(3݉− 1) ,. , 3 . , ݔ  = ܽ  (ܽ = 1, 2, 3)  2݉  (ܽ, 1), (ܽ, 2), ⋯ ,   (ܽ, 2݉) 3 ,  Cଷଶ௠ ∙ 3 = 2݉(2݉− 1)(݉− 1) . , ݕ  = ܾ  (ܾ = 1, 2, ⋯ , 2݉) 3  (1, ܾ), (2, ܾ), (3, ܾ) 3,  Cଷଷ ∙ 2݉ = 2݉ . .  ݇ ( ݇ ) 3  (1, ݈ ), (2, ݇ + ݈ ), (3, 2݇ + ݈ )  ( ݈ ) . ݈  ݕ ≧ 1 2݇ + ݈ ≦ 2݉ , ݈  1 ≦ ݈ ≦ 2݉− 2݇ ,  ݇  1 ≦ 2݉− 2݇  ݇ ≧ 1 , 1 ≦ ݇ ≦ ݉ − 1 . , 3  ෍ Cଷଷ ∙ (2݉− 2݇)௠ିଵ
௞ୀଵ = 2 ෍ (݉− ݇)௠ିଵ

௞ୀଵ = 2 ∙ (݉− 1) + 12 ∙ (݉− 1) = ݉(݉− 1)  . 

  −݇ , ݔ  = 2 , ݉(݉− 1) ,  2݉(݉− 1)  . 

O           1         2          3              ݔ
1
݈

2݇ + ݈2 ݕ݉
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, 3  2݉(2݉− 1)(݉− 1) + 2݉ + 2݉(݉− 1) = 2݉(2݉ଶ − 2݉ + 1)  , ଶ௠݌  = 1 − 2݉(2݉ଶ − 2݉ + 1)2݉(6݉− 1)(3݉− 1) = 1 − 2݉ଶ − 2݉ + 1(6݉− 1)(3݉− 1) = ݉(16݉− 7)(6݉− 1)(3݉− 1)     
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理科　第 3 問

x

y

z

S

(1) P(p1, p2, 0), Q(q1, q2, 0), R(r1, r2, r3) とおく. �PQR の重心が G(2, 0, 1) であることから,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1 + q1 + r1
3

= 2

p2 + q2 + r2
3

= 0

r3
3

= 1

すなわち, ⎧⎪⎨
⎪⎩

r1 = 6− (p1 + q1) · · · · · · 1©
r2 = −(p2 + q2) · · · · · · 2©
r3 = 3

が成り立つ. ここで, M(x, y, 0) とおくと,

x =
p1 + q1

2
,　 y =

p2 + q2
2

· · · · · · 3©
であるから,

　 1© は, 3© より,

r1 = 6− 2x

　 2© は, 3© より,

r2 = −2y

と表せる. 点 R は球面 S 上にあるから, r 2
1 + r 2

2 + r 2
3 = 25 に代入して,

(6− 2x)2 + (−2y)2 + 32 = 25

すなわち,

(x− 3)2 + y2 = 4 · · · · · · 4©
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を満たす.

　また, M は xy 平面上の円 x2 + y2 = 25 上の異なる 2 点 P, Q に対し PQ の中点である
から, M はこの円の内部, すなわち, x2 + y2 < 25 にある.

　以上より, 点 M の xy 平面上での軌跡は,

(x− 3)2 + y2 = 4 かつ (x, y) =\ (5, 0)

であり, これを図示すると次のようになる.

x

y

(2) xy 平面上で点 M の座標を (3 + 2 cos θ, 2 sin θ) (0 < θ < 2π) とおく.

x

y

直線 PQ は −−→
OM に垂直であり, 点 M を通るから,

(3 + 2 cos θ){x− (3 + 2 cos θ)}+ (2 sin θ)(y − 2 sin θ) = 0

すなわち,

(3 + 2 cos θ)x+ (2 sin θ)y − 13− 12 cos θ = 0 · · · · · · 5©
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であり, 線分 PQ は 5© の x2 + y2 <
= 25 の部分である.

　 5© は,

2y sin θ + (2x− 12) cos θ = 13− 3x · · · · · · 6©
となり, 6© を満たす θ が 0 <

= θ < 2π に存在する条件を求めるとつぎのようになる.

　 6© は,√
(2y)2 + (2x− 12)2 sin(θ + α) = 13− 3x

　 (α は A cosα = 2y, A sinα = 2x− 12 を満たす角 (A =
√

(2y)2 + (2x− 12)2))

となるから,

(2y)2 + (2x− 12)2 >
= (13− 3x)2

5x2 − 4y2 − 30x <
= −25

5(x− 3)2 − 4y2 <
= 20

∴　 (x− 3)2

4
− y2

5
<
= 1 · · · · · · 7©

である.

　ここで, 6© が θ = 0 を解にもつ条件は, 6© に θ = 0 を代入して,

(2x− 12) · 1 = 13− 3x

∴　 x = 5

　このとき, x2 + y2 <
= 25 より y = 0 であるが, (x, y) = (5, 0) のとき, 6© は,

−2 cos θ = −2

∴　 cos θ = 1

∴　 θ = 0

したがって, 6© が θ = 0 のみを解にもつ条件は, (x, y) = (5, 0) であるから, 線分 PQ の通過
範囲は 7© からこの点 (5, 0) を除いた範囲である.

　以上より, 線分 PQ の通過範囲は,

(x− 3)2

4
− y2

5
<
= 1 かつ x2 + y2 <

= 25 かつ (x, y) =\ (5, 0)

である. ここで, 双曲線 (x− 3)2

4
− y2

5
= 1 と円 x2 + y2 = 25 の交点の x 座標は, この 2

式から y2 を消去して,

(x− 3)2

4
− 25− x2

5
= 1

5(x− 3)2 − 4(25− x2) = 20

9x2 − 30x− 75 = 0

(x− 5)(3x+ 5) = 0

∴　 x = 5, − 5

3
である.

　以上より, 線分 PQ の通過範囲を図示すると次のようになる. ただし, 境界は点 (5, 0) は除
き, それ以外は含む.

5
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x

y

x       y
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理 科 第 4 問
(1) 　 y軸と平行であるような C の接線は存在しないことに注意する．y = x3 − kxより，y′ = 3x2 − kであり，Oでの
傾きは −kである．tan θ = −k

(
−π

2
< θ <

π

2

)
とおくと，条件 (∗)を満たす P，Qが存在するためには，θ \= ±π

6
，

すなわち −k \= ± 1√
3
が必要であり，このときの接線の傾きは tan

(
θ ± π

3

)
である．よって，P，Qの x座標は，

⎧⎨
⎩

3x2 − k = tan
(
θ +

π

3

)
…… 1©

3x2 − k = tan
(
θ − π

3

)
…… 2©

の解である．加法定理を用いて 1©， 2©を変形すると，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

3x2 − k =
−k +

√
3

1 +
√
3k

3x2 − k =
−k −√

3

1−√
3k

となり，これを整理すると，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

3x2 =
−k +

√
3

1 +
√
3k

+ k =

√
3(k2 + 1)

1 +
√
3k

3x2 =
−k −√

3

1−√
3k

+ k =

√
3(k2 + 1)√
3k − 1

すなわち

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x2 =
k2 + 1√

3(
√
3k + 1)

…… 1©′

x2 =
k2 + 1√

3(
√
3k − 1)

…… 2©′

となる．

　求める kの値の範囲は， 1©′ を満たす 0でない xのうちと， 2©′ を満たす 0でない xのうちに，異なるものが存在
するような kの値の範囲である． 1©′ と 2©′ の右辺が異なることに注意すると，求める kの値の範囲は，{√

3k + 1 > 0√
3k − 1 > 0

すなわち　 k >
1√
3

· · · · · · (答)

である．

(2) 　 P，Qの x座標は， 1©′， 2©′ より，

x = ±
√

k2 + 1√
3(
√
3k + 1)

　および　 x = ±
√

k2 + 1√
3(
√
3k − 1)

である．

α =

√
k2 + 1√

3(
√
3k + 1)

，　β =

√
k2 + 1√

3(
√
3k − 1)

　 (0 < α < β) · · · · · · 3©

とおく．対称性により Pの x座標を x = αとしても一般性を失わず，Qの x座標は x = β，または x = −βである．
Qの x座標が x = β，x = −β のそれぞれの場合において，グラフは次のようになる．

O

P

Q

x

y

l1

l2

l3

　

O

P

Q

x

y

l1

l2

l4
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　よって，3本の接線によって囲まれる三角形は，上図の 2通りのみである．

　 Oでの接線を l1，Pでの接線を l2，x = β における接線を l3，x = −β における接線を l4 とする．S が最小の三
角形は l1，l2，l3が囲む三角形であり，S が最大の三角形は l1，l2，l4が囲む三角形であり，いずれも正三角形であ
る．曲線 C が Oに関して点対称であることと，2つの正三角形は相似であることを踏まえると，M = 4mとなる条
件は，これら 2つの正三角形の面積比が 1 : 4となることであり，これは相似比が 1 : 2となることである．

l1

l2

l3

l4

O

A

B

C

　上図のように点をとる．また，4つの接線の方程式は，

l1 : y = −kx，　 l2 : y = (3α2 − k)x− 2α3，　 l3 : y = (3β2 − k)x− 2β3，　 l4 : y = (3β2 − k)x+ 2β3

であるから，A，B，Cの x座標は順に，

−kx = (3β2 − k)x− 2β3，　− kx = (3α2 − k)x− 2α3，　− kx = (3β2 − k)x+ 2β3

を解いて，

x =
2β

3
，　 x =

2α

3
，　 x = −2β

3

である．2つの正三角形の相似比が 1 : 2となる条件は，

AB : BC = 1 : 2

であり，同一直線上の線分の長さの比は x座標の差の大きさの比に等しいので，(
2

3
β − 2

3
α

)
:

(
2

3
α+

2

3
β

)
= 1 : 2

すなわち，
(β − α) : (α+ β) = 1 : 2

となることであるから，

α : β = 1 : 3　すなわち　β

α
= 3

となることである．よって， 3©より， √√
3k + 1√
3k − 1

= 3

であり，両辺を 2乗しても同値で， √
3k + 1 = 9(

√
3k − 1)

より，求める kの値は，

k =
5

4
√
3
，すなわち，k =

5
√
3

12
· · · · · · (答)

である．
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z − α = p z = p+ α z |z| = 1 |p+ α| = 1 p

−α 1 · · · �1

w = p3

(1)

3

ϕ0
1

O Re

Im

α = −3 p 3 1 ϕ0

sinϕ0 =
1

3
<

1

2

(
= sin

π

6

)

p ϕ |ϕ| < π

6
w = p3 θ = 3ϕ

|θ| < 3 · π
6
=

π

2

sin θ = sin 3ϕ ϕ = ϕ0

sin θ = sin 3ϕ0

= 3 sinϕ0 − 4 sin3ϕ0 = 3 · 1
3
− 4

(
1

3

)3

=
23

27

sin θ −23

27
� sin θ � 23

27
.

(2) k

2kπ D
2kπ

3
p

(2k + 1)π D
(2k + 1)π

3
p

�1
2kπ

3
�1

(2k + 1)π

3
α

2kπ

3
3 arg(z) = 0, ±2π

3

K
(2k + 1)π

3
3 arg(z) = π, ±π

3
L �1 K L α
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K L

O

1

Re

Im

1 K K ′ 1 L

L′ K ′ L′ �1 −α

K ′
O Re

Im

L′

O Re

Im

α −α K ′ L′

α

π
3

1

O

K ′

L′

Re

Im

0 � arg(α) � π

3
6 0 � arg(α) � π

3
2√
3

1

2√
3
· 1 · 6 = 4

√
3.
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理 科 第 6 問 .

.

　合同式の法は 3とする．
(1) 2800 = 24 · 52 · 71 であるから, mを 2800の正の約数とすると, mは

m = 2u · 5v · 7w ( u ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, v ∈ {0, 1, 2}, w ∈ {0, 1} )
　と表せる．このときm ≡ (−1)u · (−1)v · 1w = (−1)u+v である．
　　m ≡ 1となるのは u+ vが偶数のときであり,

(u, v) = (偶数, 偶数)である組 (u, v, w)の個数は 3 · 2 · 2 = 12

(u, v) = (奇数, 奇数)である組 (u, v, w)の個数は 2 · 1 · 2 = 4

　である．よって
f(n) = 12 + 4 = 16

　である．
　　m ≡ 2 ≡ −1となるのは u+ vが奇数のときであり,

(u, v) = (偶数, 奇数)である組 (u, v, w)の個数は 3 · 1 · 2 = 6

(u, v) = (奇数, 偶数)である組 (u, v, w)の個数は 2 · 2 · 2 = 8

　である．よって
g(n) = 6 + 8 = 14

　である．
(2) nは次の形で表せる．

n = 3a · pb11 · ...... · pbkk · qc11 · ...... · qcll⎛
⎜⎜⎝

3, p1, ...... , pk, q1, ...... , ql は相異なる素数
p1 ≡ ...... ≡ pk ≡ 1, q1 ≡ ...... ≡ ql ≡ −1

a, b1, ...... , bk, c1, ...... , cl は 0以上の整数

⎞
⎟⎟⎠

　mを nの正の約数とすると, mは次の形で表せる．
m = 3x · py1

1 · ...... · pyk

k · qz11 · ...... · qzll(
x, y1, ...... , yk, z1, ...... , zl は整数で
0 � x � a, 0 � y1 � b1, ...... , 0 � yk � bk, 0 � z1 � c1, ...... , 0 � zl � cl

)

　このとき,

m ≡ 1 ⇐⇒ ( x = 0かつ y1, ...... , yk は任意かつ z1 + ...... + zl が偶数)

m ≡ 2 ⇐⇒ ( x = 0かつ y1, ...... , yk は任意かつ z1 + ...... + zl が奇数)

　である．
　　ここで, 一般に, 0以上の整数 c1, c2, ...... が与えられたとき,

0 � z1 � c1, ...... , 0 � zl � cl かつ z1 + ...... + zl が偶数
　となる整数の組 (z1, ...... , zl)の個数を Sl とし,

0 � z1 � c1, ...... , 0 � zl � cl かつ z1 + ...... + zl が奇数
　となる整数の組 (z1, ...... , zl)の個数を Tl とする． zl+1 を 0 � zl+1 � cl+1 を満たす整数とするとき,

z1 + ...... + zl + zl+1 が偶数⇐⇒ (z1 + ...... + zl, zl+1) = (偶数, 偶数), (奇数, 奇数)

z1 + ...... + zl + zl+1 が奇数⇐⇒ (z1 + ...... + zl, zl+1) = (偶数, 奇数), (奇数, 偶数)

　である．よって, cl+1 が奇数のときは

Sl+1 − Tl+1 =

(
Sl · cl+1 + 1

2
+ Tl · cl+1 + 1

2

)
−
(
Sl · cl+1 + 1

2
+ Tl · cl+1 + 1

2

)
= 0
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　であり, cl+1 が偶数のときは

Sl+1 − Tl+1 =

(
Sl · cl+1 + 2

2
+ Tl · cl+1

2

)
−
(
Sl · cl+1

2
+ Tl · cl+1 + 2

2

)
= Sl − Tl

　である．このことと, S1 − T1 が 0か 1であることより, 全ての lに対して Sl − Tl は 0か 1となる．し
　たがって,

f(n) = (b1 + 1) ...... (bk + 1)Sl ...... ○1
g(n) = (b1 + 1) ...... (bk + 1)Tl ...... ○2

　であることより f(n) � g(n)である．
(3) (2)の記号を用いる．○2 の値が 15であるから,

((b1 + 1) ...... (bk + 1), Tl) = (1, 15), (3, 5), (5, 3), (15, 1)

　が必要である．このことと, Sl − Tl が 0か 1であることより,

((b1 + 1) ...... (bk + 1), Sl)

= (1, 15), (1, 16), (3, 5), (3, 6), (5, 3), (5, 4), (15, 1), (15, 2)

　となるから, ○1 より
f(n) = 15, 16, 18, 20, 30 ...... ○3

　が必要である．ここで
n = 229 のとき f(n) = 15, g(n) = 15

n = 230 のとき f(n) = 16, g(n) = 15

n = 72 · 210 のとき f(n) = 18, g(n) = 15

n = 74 · 26 のとき f(n) = 20, g(n) = 15

n = 714 · 22 のとき f(n) = 30, g(n) = 15

　となるから, ○3 の値は全て f(n)のとりうる値である．以上より, f(n)のとりうる値は
15, 16, 18, 20, 30

　である．
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